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Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé AP .

Ìîäåëüþ Êðèïêå M íàä ìíîæåñòâîì AP íàçîâåì ÷åòâåðêó
M = (S , S0,R, L) , â êîòîðîé:

1) S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ;

2) S0 ⊆ S � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ;

3) R ⊆ S × S � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ , êîòîðîå îáÿçàíî áûòü
òîòàëüíûì, ò. å. äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü òàêîå ñîñòîÿíèå s ′ ∈ S , ÷òî èìååò ìåñòî
R(s, s ′) ;

4) L : S → 2AP � ôóíêöèÿ ðàçìåòêè , êîòîðàÿ ïîìå÷àåò
êàæäîå ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâîì àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé,
èñòèííûõ â ýòîì ñîñòîÿíèè.
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Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ôîðìóëû ëîãèêè CTL ñòðîÿòñÿ èç àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé
(áàçîâûõ ñâîéñòâ) AP ïðè ïîìîùè áóëåâûõ ñâÿçîê
¬,∧,∨,→, . . . è äåñÿòè îñíîâíûõ îïåðàòîðîâ CTL:

I AX è EX ,

I AF è EF ,

I AG è EG ,

I AU è EU ,

I AR è ER .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïðèìåðû CTL ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Start → AFHeat) ,

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïðèìåðû CTL ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Start → AFHeat) ,

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïðèìåðû CTL ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Start → AFHeat) ,

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïðèìåðû CTL ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Start → AFHeat) ,

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïðèìåðû CTL ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Start → AFHeat) ,

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïóñòü çàäàíà ìîäåëü Êðèïêå M = (S , S0,R, L) ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíôîðìàöèîííóþ ñèñòåìó ñ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S , è ôîðìóëà òåìïîðàëüíîé ëîãèêè ϕ ,
êîòîðàÿ âûðàæàåò íåêîòîðóþ æåëàåìóþ ñïåöèôèêàöèþ.
Òðåáóåòñÿ íàéòè â ìíîæåñòâå S ïîäìíîæåñòâî Sϕ âñåõ
ñîñòîÿíèé s , â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ϕ , ò.å. ìíîæåñòâî

Sϕ = {s ∈ S | M, s |= ϕ} ,

è ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü âêëþ÷åíèÿ S0 ⊆ Sϕ .



Çàäà÷à model checking äëÿ CTL

Ïåðâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è âåðèôèêàöèè ìîäåëåé
èñïîëüçîâàëè ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå â âèäå
ðàçìå÷åííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, äóãè êîòîðûõ çàäàâàëè
ïðè ïîìîùè ññûëîê.

Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîñòîÿíèÿ èç S , äóãè
ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò îòíîøåíèþ ïåðåõîäîâ R , à ðàçìåòêà
âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé L : S → 2AP .

Àëãîðèòìû âåðèôèêàöèè ìîäåëåé, ðàáîòàþùèå ñ ÿâíûì
ïðåäñòàâëåíèåì ìîäåëåé, ïîëó÷èëè íàçâàíèå òàáëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ , ïîñêîëüêó îíè èòåðàòèâíî çàïîëíÿëè òàáëèöó
âûïîëíèìîñòè ïîäôîðìóë çàäàííîé ôîðìóëû CTL âî âñåõ
ñîñòîÿíèÿõ ìîäåëè.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå çàìåíû

I f ∧ g ≡ ¬(¬f ∨ ¬g) ;
I f → g ≡ ¬f ∨ g ;

I AX f ≡ ¬EX(¬f ) ;
I EF f ≡ E[TrueU f ] ;

I AG f ≡ ¬EF(¬f ) ;
I AF f ≡ ¬EG(¬f ) ;
I A[f U g ] ≡ ¬E[¬g U (¬f ∧ ¬g)] ∧ ¬EG¬g ;
I A[f R g ] ≡ ¬E[¬f U ¬g ] ;
I E[f R g ] ≡ ¬A[¬f U ¬g ] ,

âñÿêóþ CTL-ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñâÿçîê è
îïåðàòîðîâ ¬ , ∨ , EX , EG è EU . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî
óìåòü àíàëèçèðîâàòü ôîðìóëû øåñòè òèïîâ â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà g àòîìàðíîé èëè îíà ïðåäñòàâëåíà
â îäíîé èç ôîðì: ¬f1 , f1 ∨ f2 , EX f1 , EG f1 è E[f1 U f2] .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

AG(Start → AFHeat) ≡

¬EF¬(Start → AFHeat) ≡

¬E[True U ¬(Start → AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

AG(Start → AFHeat) ≡

¬EF¬(Start → AFHeat) ≡

¬E[True U ¬(Start → AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

AG(Start → AFHeat) ≡

¬EF¬(Start → AFHeat) ≡

¬E[True U ¬(Start → AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

AG(Start → AFHeat) ≡

¬EF¬(Start → AFHeat) ≡

¬E[True U ¬(Start → AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

AG(Start → AFHeat) ≡

¬EF¬(Start → AFHeat) ≡

¬E[True U ¬(Start → AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ AFHeat)] ≡

¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Ïóñòü çàäàíà ìîäåëü Êðèïêå M = (S , S0,R, L) , è ìû õîòèì
îïðåäåëèòü, â êàêèõ ñîñòîÿíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ CTL-ôîðìóëà ϕ .

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèïèñûâàíèè êàæäîìó
ñîñòîÿíèþ s ìíîæåñòâà label(s) òåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ ,
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ñîñòîÿíèè s .

Âíà÷àëå label(s) = L(s) .

Äàëåå íà êàæäîì øàãå i îáðàáàòûâàþòñÿ ïîäôîðìóëû, â
êîòîðûõ ãëóáèíà âëîæåííîñòè CTL-îïåðàòîðîâ ðàâíà i − 1 .
Ïîñëå îáðàáîòêè ïîäôîðìóëó äîáàâëÿþò ê ìíîæåñòâó label(s)
âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ îíà âûïîëíèìà.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà ìû îáíàðóæèì, ÷òî
Sϕ = {s : ϕ ∈ label(s)} .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Ïóñòü çàäàíà ìîäåëü Êðèïêå M = (S , S0,R, L) , è ìû õîòèì
îïðåäåëèòü, â êàêèõ ñîñòîÿíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ CTL-ôîðìóëà ϕ .

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèïèñûâàíèè êàæäîìó
ñîñòîÿíèþ s ìíîæåñòâà label(s) òåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ ,
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ñîñòîÿíèè s .

Âíà÷àëå label(s) = L(s) .

Äàëåå íà êàæäîì øàãå i îáðàáàòûâàþòñÿ ïîäôîðìóëû, â
êîòîðûõ ãëóáèíà âëîæåííîñòè CTL-îïåðàòîðîâ ðàâíà i − 1 .
Ïîñëå îáðàáîòêè ïîäôîðìóëó äîáàâëÿþò ê ìíîæåñòâó label(s)
âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ îíà âûïîëíèìà.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà ìû îáíàðóæèì, ÷òî
Sϕ = {s : ϕ ∈ label(s)} .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
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Sϕ = {s : ϕ ∈ label(s)} .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Äëÿ ôîðìóë âèäà ¬f1 ìû ïîëàãàåì

¬f1 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 /∈ label(s).

Äëÿ ôîðìóë âèäà f1 ∨ f2 ìû ïîëàãàåì

f1 ∨ f2 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 ∈ label(s) èëè f2 ∈ label(s).

Äëÿ ôîðìóë âèäà EX f1 ìû ïîëàãàåì

EX f1 ∈ label(s) ⇐⇒ ∃s ′ : f1 ∈ label(s ′) è (s, s ′) ∈ R.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Äëÿ ôîðìóë âèäà ¬f1 ìû ïîëàãàåì

¬f1 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 /∈ label(s).
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f1 ∨ f2 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 ∈ label(s) èëè f2 ∈ label(s).

Äëÿ ôîðìóë âèäà EX f1 ìû ïîëàãàåì
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Äëÿ ôîðìóë âèäà ¬f1 ìû ïîëàãàåì

¬f1 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 /∈ label(s).

Äëÿ ôîðìóë âèäà f1 ∨ f2 ìû ïîëàãàåì

f1 ∨ f2 ∈ label(s) ⇐⇒ f1 ∈ label(s) èëè f2 ∈ label(s).

Äëÿ ôîðìóë âèäà EX f1 ìû ïîëàãàåì

EX f1 ∈ label(s) ⇐⇒ ∃s ′ : f1 ∈ label(s ′) è (s, s ′) ∈ R.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ôîðìóëó âèäà g = E[f1 U f2] , ìû
âíà÷àëå âûäåëèì âñå ñîñòîÿíèÿ s ′ , ó êîòîðûõ f2 ∈ label(s ′) .

Äàëåå áóäåì îòñòóïàòü èç íèõ íàçàä, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå,
îáðàòíîå îòíîøåíèþ ïåðåõîäîâ R , äâèãàÿñü òîëüêî ïî òåì
ñîñòîÿíèÿì s , ó êîòîðûõ f1 ∈ label(s) .

Âñå âûäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ñîñòîÿíèÿ s ′ è s ïîìåòèì
ôîðìóëîé g .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû òðåáóåòñÿ âðåìÿ O(|S |+ |R|) .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

procedure CheckEU(f1, f2)
T := {s | f2 ∈ label(s)};
for all s ∈ T do label(s) := label(s) ∪ {E[f1 U f2]};
while T 6= ∅ do

choose s ∈ T ;
T := T \ {s};
for all t such that R(t, s) do

if E[f1 U f2] /∈ label(t) and f1 ∈ label(t) then
label(t) := label(t) ∪ {E[f1 U f2]};
T := T ∪ {t};

end if;
end for all;

end while
end procedure

Ðèñ.: Ïðîöåäóðà ðàçìåòêè ñîñòîÿíèé äëÿ ôîðìóëû E[f1 U f2]
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Ñëó÷àé g = EG f1 ÷óòü áîëåå èçîùðåí. ×òîáû èññëåäîâàòü åãî,
íåîáõîäèìî ðàçáèòü ãðàô íà íåòðèâèàëüíûå ñèëüíî ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû.

Ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé (SCC) C íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé
ïîäãðàô, ëþáàÿ âåðøèíà êîòîðîãî äîñòèæèìà èç âñÿêîé äðóãîé
âåðøèíû ýòîãî ïîäãðàôà ïî îðèåíòèðîâàííîìó ïóòè, öåëèêîì
ñîäåðæàùåìóñÿ â C .

Êîìïîíåíòà C ñ÷èòàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà îíà ñîäåðæèò áîëåå îäíîé âåðøèíû èëè â
òî÷íîñòè îäíó âåðøèíó ñ öèêëîì-ïåòëåé, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
íåå.
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Ïóñòü ìîäåëü M ′ ïîëó÷åíà èç M çà ñ÷åò óäàëåíèÿ èç S âñåõ
òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ f1 , è
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóæåíèÿ R è L .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ìîäåëü M ′ = (S ′,R ′, L′) , â
êîòîðîé S ′ = {s ∈ S | M, s |= f1} , R ′ = R|S ′×S ′ è L′ = L|S ′ .

Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî R ′ ïîñëå ñóæåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî
áóäåò òîòàëüíûì îòíîøåíèåì. Ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðûõ íå
èñõîäèò íè îäíîãî ïåðåõîäà, ìîãóò áûòü óäàëåíû, íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, ýòî íå ñêàçûâàåòñÿ íà êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà.

Ñàì àëãîðèòì îáóñëîâëåí ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M, s |= EG f1 . ßñíî, ÷òî
s ∈ S ′ . Ðàññìîòðèì òàêîé áåñêîíå÷íûé ïóòü π , èñõîäÿùèé èç s
, ÷òî f1 âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà ïðîòÿæåíèè π .
Òàê êàê ìîäåëü M êîíå÷íà, ïóòü π âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå π = π0π1 , ãäå π0 � êîíå÷íûé íà÷àëüíûé îòðåçîê, à π1 �
áåñêîíå÷íûé ñóôôèêñ π , îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
êàæäîå ñîñòîÿíèå â π1 âñòðå÷àåòñÿ â íåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî.
ßñíî, ÷òî π0 ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäèò π1 . Î÷åâèäíî, ÷òî C ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M, s |= EG f1 . ßñíî, ÷òî
s ∈ S ′ . Ðàññìîòðèì òàêîé áåñêîíå÷íûé ïóòü π , èñõîäÿùèé èç s
, ÷òî f1 âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà ïðîòÿæåíèè π .

Òàê êàê ìîäåëü M êîíå÷íà, ïóòü π âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå π = π0π1 , ãäå π0 � êîíå÷íûé íà÷àëüíûé îòðåçîê, à π1 �
áåñêîíå÷íûé ñóôôèêñ π , îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
êàæäîå ñîñòîÿíèå â π1 âñòðå÷àåòñÿ â íåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî.
ßñíî, ÷òî π0 ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäèò π1 . Î÷åâèäíî, ÷òî C ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M, s |= EG f1 . ßñíî, ÷òî
s ∈ S ′ . Ðàññìîòðèì òàêîé áåñêîíå÷íûé ïóòü π , èñõîäÿùèé èç s
, ÷òî f1 âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà ïðîòÿæåíèè π .
Òàê êàê ìîäåëü M êîíå÷íà, ïóòü π âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå π = π0π1 , ãäå π0 � êîíå÷íûé íà÷àëüíûé îòðåçîê, à π1 �
áåñêîíå÷íûé ñóôôèêñ π , îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
êàæäîå ñîñòîÿíèå â π1 âñòðå÷àåòñÿ â íåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî.
ßñíî, ÷òî π0 ñîäåðæèòñÿ â S ′ .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäèò π1 . Î÷åâèäíî, ÷òî C ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M, s |= EG f1 . ßñíî, ÷òî
s ∈ S ′ . Ðàññìîòðèì òàêîé áåñêîíå÷íûé ïóòü π , èñõîäÿùèé èç s
, ÷òî f1 âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà ïðîòÿæåíèè π .
Òàê êàê ìîäåëü M êîíå÷íà, ïóòü π âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå π = π0π1 , ãäå π0 � êîíå÷íûé íà÷àëüíûé îòðåçîê, à π1 �
áåñêîíå÷íûé ñóôôèêñ π , îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
êàæäîå ñîñòîÿíèå â π1 âñòðå÷àåòñÿ â íåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî.
ßñíî, ÷òî π0 ñîäåðæèòñÿ â S ′ .
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäèò π1 . Î÷åâèäíî, ÷òî C ñîäåðæèòñÿ â S ′ .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó ëþáîé ïàðîé ñîñòîÿíèé èç C ïðîõîäèò
ïóòü, öåëèêîì ëåæàùèé â C .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ s1 è s2 èç C . Âûáåðåì
íåêîòîðîå âõîæäåíèå s1 â π1 . Ó÷èòûâàÿ òî, êàêèì îáðàçîì áûë
âûáðàí ïóòü π1 , ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îäíî èç âõîæäåíèé
ñîñòîÿíèÿ s2 ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïóòè π1 åùå äàëüøå.

Îòðåçîê ìåæäó âûáðàííûìè âõîæäåíèÿìè ñîñòîÿíèé s1 è s2
öåëèêîì ëåæèò â C . Ýòîò îòðåçîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóòü èç
s1 â s2 , ëåæàùèé â C .

Òàêèì îáðàçîì, C ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé,
ëèáî ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç òàêèõ êîìïîíåíò. Â ëþáîì ñëó÷àå
îáà çàÿâëåííûõ óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ.
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
À òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû ñîáëþäåíû.

Ðàññìîòðèì ïóòü π0 èç s â t . Îáîçíà÷èì π1 êîíå÷íûé ïóòü
äëèíû ≥ 1 , èñõîäÿùèé èç t è âíîâü âîçâðàùàþùèéñÿ â t .
Òàêîé ïóòü π1 íàâåðíÿêà ñóùåñòâóåò, ò.ê. ñîñòîÿíèå t ëåæèò â
íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå.

Âñå ñîñòîÿíèÿ â áåñêîíå÷íîì ïóòè π = π0π
ω
1 óäîâëåòâîðÿþò f1 .

Ïîñêîëüêó π � îäèí èç äîïóñòèìûõ ïóòåé, èñõîäÿùèõ èç s â
ìîäåëè M , ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî M, s |= EG f1 . �
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Ëåììà 1. M, s |= EG f1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ;

I â M ′ åñòü ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
À òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû ñîáëþäåíû.

Ðàññìîòðèì ïóòü π0 èç s â t . Îáîçíà÷èì π1 êîíå÷íûé ïóòü
äëèíû ≥ 1 , èñõîäÿùèé èç t è âíîâü âîçâðàùàþùèéñÿ â t .
Òàêîé ïóòü π1 íàâåðíÿêà ñóùåñòâóåò, ò.ê. ñîñòîÿíèå t ëåæèò â
íåòðèâèàëüíîé ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå.

Âñå ñîñòîÿíèÿ â áåñêîíå÷íîì ïóòè π = π0π
ω
1 óäîâëåòâîðÿþò f1 .

Ïîñêîëüêó π � îäèí èç äîïóñòèìûõ ïóòåé, èñõîäÿùèõ èç s â
ìîäåëè M , ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî M, s |= EG f1 . �
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Àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ g = EG f1 âûòåêàåò èç ëåììû.

Âíà÷àëå ñòðîèì ñîêðàùåííóþ ìîäåëü Êðèïêå M ′ = (S ′,R ′, L′) ,
êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.

Äàëåå ðàçáèâàåì ãðàô (S ′,R ′) íà ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
ïðèìåíÿÿ îäèí èç ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è (íàïðèìåð, àëãîðèòì Òàðüÿíà). Ýòîò àëãîðèòì èìååò
ñëîæíîñòü O(|S ′|+ |R ′|) .

Çàòåì âûäåëÿåì òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèëüíî
ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì. Ïîòîì âîçâðàùàåìñÿ íàçàä, èñïîëüçóÿ
îáðàùåíèå R ′ , è âûäåëÿåì, òàêèì îáðàçîì, âñå òå ñîñòîÿíèÿ,
êîòîðûå ëåæàò íà ïóòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ïî ñîñòîÿíèÿì,
ïîìå÷åííûì f1 .
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Àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ g = EG f1 âûòåêàåò èç ëåììû.

Âíà÷àëå ñòðîèì ñîêðàùåííóþ ìîäåëü Êðèïêå M ′ = (S ′,R ′, L′) ,
êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.

Äàëåå ðàçáèâàåì ãðàô (S ′,R ′) íà ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
ïðèìåíÿÿ îäèí èç ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è (íàïðèìåð, àëãîðèòì Òàðüÿíà). Ýòîò àëãîðèòì èìååò
ñëîæíîñòü O(|S ′|+ |R ′|) .

Çàòåì âûäåëÿåì òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèëüíî
ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì. Ïîòîì âîçâðàùàåìñÿ íàçàä, èñïîëüçóÿ
îáðàùåíèå R ′ , è âûäåëÿåì, òàêèì îáðàçîì, âñå òå ñîñòîÿíèÿ,
êîòîðûå ëåæàò íà ïóòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ïî ñîñòîÿíèÿì,
ïîìå÷åííûì f1 .
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Àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ g = EG f1 âûòåêàåò èç ëåììû.

Âíà÷àëå ñòðîèì ñîêðàùåííóþ ìîäåëü Êðèïêå M ′ = (S ′,R ′, L′) ,
êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.

Äàëåå ðàçáèâàåì ãðàô (S ′,R ′) íà ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
ïðèìåíÿÿ îäèí èç ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è (íàïðèìåð, àëãîðèòì Òàðüÿíà). Ýòîò àëãîðèòì èìååò
ñëîæíîñòü O(|S ′|+ |R ′|) .

Çàòåì âûäåëÿåì òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèëüíî
ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì. Ïîòîì âîçâðàùàåìñÿ íàçàä, èñïîëüçóÿ
îáðàùåíèå R ′ , è âûäåëÿåì, òàêèì îáðàçîì, âñå òå ñîñòîÿíèÿ,
êîòîðûå ëåæàò íà ïóòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ïî ñîñòîÿíèÿì,
ïîìå÷åííûì f1 .
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Àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ g = EG f1 âûòåêàåò èç ëåììû.

Âíà÷àëå ñòðîèì ñîêðàùåííóþ ìîäåëü Êðèïêå M ′ = (S ′,R ′, L′) ,
êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.

Äàëåå ðàçáèâàåì ãðàô (S ′,R ′) íà ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
ïðèìåíÿÿ îäèí èç ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è (íàïðèìåð, àëãîðèòì Òàðüÿíà). Ýòîò àëãîðèòì èìååò
ñëîæíîñòü O(|S ′|+ |R ′|) .

Çàòåì âûäåëÿåì òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèëüíî
ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì. Ïîòîì âîçâðàùàåìñÿ íàçàä, èñïîëüçóÿ
îáðàùåíèå R ′ , è âûäåëÿåì, òàêèì îáðàçîì, âñå òå ñîñòîÿíèÿ,
êîòîðûå ëåæàò íà ïóòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ïî ñîñòîÿíèÿì,
ïîìå÷åííûì f1 .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Âñå âû÷èñëåíèå ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(|S |+ |R|) .

Ïðîöåäóðà CheckEG , äîáàâëÿþùàÿ EG f1 ê ìíîæåñòâó label(s)
äëÿ êàæäîãî s , â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ EG f1 , ïðè óñëîâèè, ÷òî
ôîðìóëà f1 óæå áûëà êîððåêòíî îáðàáîòàíà.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

procedure CheckEG(f1)
S ′ := {s | f1 ∈ label(s)};
SCC := {C | C � íåòðèâèàëüíàÿ SCC â S ′};
T :=

⋃
C∈SCC{s | s ∈ C};

for all s ∈ T do label(s) := label(s) ∪ {EG f1};
while T 6= ∅ do

choose s ∈ T ;
T := T \ {s};
for all t such that t ∈ S ′ and R(t, s) do

if EG f1 /∈ label(t) then
label(t) := label(t) ∪ {EG f1};
T := T ∪ {t};

end if;
end for all;

end while
end procedure

Ðèñ.: Ïðîöåäóðà ðàçìåòêè ñîñòîÿíèé äëÿ ôîðìóëû EG f1



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

×òîáû ïðîâåðèòü CTL-ôîðìóëó ϕ , íóæíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì
ðàçìåòêè ñîñòîÿíèé êî âñåì åå ïîäôîðìóëàì, íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ
êîðîòêèõ è íàèáîëåå ãëóáîêî âëîæåííûõ ïîäôîðìóë, è
ïðîäâèãàòüñÿ íàðóæó, ïîêà íå áóäåò îõâà÷åíà ôîðìóëà ϕ .

Ñëåäóÿ òàêîé ñõåìå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî áûòü óâåðåííûì â òîì,
÷òî êàê òîëüêî ìû ïðèíèìàåìñÿ çà íåêîòîðóþ ïîäôîðìóëó
ôîðìóëû ϕ , âñå åå ïîäôîðìóëû óæå áûëè îáðàáîòàíû.

Êîëü ñêîðî êàæäûé ïðîõîä òðåáóåò âðåìåíè O(|S |+ |R|) , à
ôîðìóëà ϕ ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå |ϕ| ðàçëè÷íûõ
ïîäôîðìóë, âñÿ ðàáîòà àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ çà âðåìÿ
O(|ϕ|(|S |+ |R|)) .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè
ïðîèçâîëüíîé CTL-ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s íà ìîäåëè
M = (S ,R, L) çà âðåìÿ O(|ϕ|(|S |+ |R|)) .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Ïîÿñíèì ðàáîòó àëãîðèòìà âåðèôèêàöèè ìîäåëåé äëÿ CTL íà
ïðèìåðå ìèêðîâîëíîâîé ïå÷è.

Êàæäîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè ïîìå÷åíî ñïèñêîì, â êîòîðûé
âêëþ÷åíû âñå òå àòîìàðíûå âûñêàçûâàíèÿ, êîòîðûå èñòèííû â
ýòîì ñîñòîÿíèè, à òàêæå îòðèöàíèÿ âñåõ òåõ àòîìàðíûõ
âûñêàçûâàíèé, êîòîðûå ëîæíû â ýòîì ñîñòîÿíèè. Ïîìåòêè íà
äóãàõ îáîçíà÷àþò äåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ïåðåõîäàì.

Ïðîâåðèì íà ýòîé ìîäåëè CTL-ôîðìóëó

AG(Start → AFHeat),

ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëå

ϕ = ¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

ϕ = ¬E[True U ¬(¬Start ∨ ¬EG¬Heat)]

Âûäåëèì ïîäôîðìóëû:

I f1 = ¬Start
I f2 = ¬Heat
I f3 = EG f2
I f4 = ¬(f1 ∨ ¬f2)
I f5 = E[True U f4]

I ϕ = ¬f5



Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f1 = ¬Start
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f1 = ¬Start
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f2 = ¬Heat
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f2 = ¬Heat
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f4 = ¬(f1 ∨ ¬f3)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f4 = ¬(f1 ∨ ¬f3)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f5 = E[True U f4]
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f5 = E[True U f4]
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

ϕ = ¬f5
ϕ = AG(Start → AFHeat)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

ϕ = ¬f5
ϕ = AG(Start → AFHeat)
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Òàêèì îáðàçîì, M, 1 6|= AG(Start → AFHeat) .

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå âûïîëíèìîñòü â ìîäåëè ìèêðîâîëíîâîé
ïå÷è âûïîëíèìîñòü äðóãèõ ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Òàêèì îáðàçîì, M, 1 6|= AG(Start → AFHeat) .

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå âûïîëíèìîñòü â ìîäåëè ìèêðîâîëíîâîé
ïå÷è âûïîëíèìîñòü äðóãèõ ñïåöèôèêàöèé:

I AG(Error → A[¬Start R Error ]) ,

I AGEXEXEXHeat ,

I ¬EG(Error → AXError) ,

I AG(A[¬Start U Close]) .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê îáîáùèòü àëãîðèòì âåðèôèêàöèè
ìîäåëåé äëÿ ëîãèêè CTL, ÷òîáû îõâàòèòü îãðàíè÷åíèÿ
ñïðàâåäëèâîñòè.

Ðàññìîòðèì ñïðàâåäëèâóþ ìîäåëü Êðèïêå M = (S ,R, L,F ) , â
êîòîðîé F = {P1, . . . ,Pk} � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé
ñïðàâåäëèâîñòè , ãäå Pi ⊆ S äëÿ âñåõ i , 1 ≤ i ≤ k .

Ïóñòü π = s0, s1, . . . � ïóòü â M . Ââåäåì ñëåäóþùóþ
õàðàêòåðèñòèêó ïóòè:

inf (π) = {s | s = si äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ i}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π � ñïðàâåäëèâûé ïóòü, åñëè äëÿ âñÿêîãî
îãðàíè÷åíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè Pi èç F âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
inf (π) ∩ Pi 6= ∅ .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê îáîáùèòü àëãîðèòì âåðèôèêàöèè
ìîäåëåé äëÿ ëîãèêè CTL, ÷òîáû îõâàòèòü îãðàíè÷åíèÿ
ñïðàâåäëèâîñòè.

Ðàññìîòðèì ñïðàâåäëèâóþ ìîäåëü Êðèïêå M = (S ,R, L,F ) , â
êîòîðîé F = {P1, . . . ,Pk} � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé
ñïðàâåäëèâîñòè , ãäå Pi ⊆ S äëÿ âñåõ i , 1 ≤ i ≤ k .

Ïóñòü π = s0, s1, . . . � ïóòü â M . Ââåäåì ñëåäóþùóþ
õàðàêòåðèñòèêó ïóòè:

inf (π) = {s | s = si äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ i}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π � ñïðàâåäëèâûé ïóòü, åñëè äëÿ âñÿêîãî
îãðàíè÷åíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè Pi èç F âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
inf (π) ∩ Pi 6= ∅ .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Ñåìàíòèêà CTL íà ñïðàâåäëèâûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå î÷åíü ïîõîæà
íà ñåìàíòèêó CTL íà îáû÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü M, s |=F ϕ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
òîãî, ÷òî ôîðìóëà ñîñòîÿíèÿ ϕ èñòèííà â ñîñòîÿíèè s íà
ñïðàâåäëèâîé ìîäåëè Êðèïêå M .
Èçìåíåíèÿ âíîñÿòñÿ òîëüêî â íåêîòîðûå ïóíêòû îïðåäåëåíèÿ
îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè äëÿ CTL.

I M, s |=F p ⇔ åñòü F -ñïðàâåäëèâûé ïóòü, èñõîäÿùèé èç s ,
è ïðè ýòîì p ∈ L(s) ;

I M, s |=F E(ϕ) ⇔ â ìîäåëè M åñòü òàêîé F -ñïðàâåäëèâûé
ïóòü π èç ñîñòîÿíèÿ s , ÷òî M, π |= ϕ ;

I M, s |=F A(ϕ) ⇔ äëÿ êàæäîãî ñïðàâåäëèâîãî ïóòè π â
ìîäåëè M èç ñîñòîÿíèÿ s âåðíî ñîîòíîøåíèå M, π |= g1 .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèëüíî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà C ãðàôà M
ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèé
ñïðàâåäëèâîñòè F , â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ
êàæäîãî Pi ∈ F ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ti ∈ C ∩ Pi .

Âíà÷àëå ïðèâåäåì àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè EG f1 íà
ñïðàâåäëèâîé ìîäåëè.



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

procedure CheckFair EG(f1)
S ′ := {s | f1 ∈ label(s)};
FairSCC := {C | C � íåòðèâèàëüíàÿ ñïðàâåäëèâàÿ SCC â S ′};
T :=

⋃
C∈FairSCC{s | s ∈ C};

for all s ∈ T do label(s) := label(s) ∪ {EG f1};
while T 6= ∅ do

choose s ∈ T ;
T := T \ {s};
for all t such that t ∈ S ′ and R(t, s) do

if EG f1 /∈ label(t) then
label(t) := label(t) ∪ {EG f1};
T := T ∪ {t};

end if;
end for all;

end while
end procedure



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

×òîáû óñòàíîâèòü êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, ïîòðåáóåòñÿ
ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ ëåììå 1.
Êàê è ïðåæäå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìîäåëü M ′ ïîëó÷åíà èç M
çà ñ÷åò óäàëåíèÿ èç S âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ f1 íå
âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâåäëèâî .
Òàêèì îáðàçîì, M ′ = (S ′,R ′, L′,F ′) , ãäå
S ′ = {s ∈ S | M, s |=F f1} , R ′ = RS ′×S ′ , L′ = LS ′ è
F ′ = {Pi ∩ S ′ | Pi ∈ F} .

Ëåììà 2. Ñîîòíîøåíèå M, s |=F EG f1 âåðíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

I ñîñòîÿíèå s ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S ′ ,

I â M ′ èìååòñÿ ïóòü, âåäóùèé èç s â íåêîòîðóþ âåðøèíó t ,
ñîäåðæàùóþñÿ â íåòðèâèàëüíîé ñïðàâåäëèâîé ñèëüíî
ñâÿçíîé êîìïîíåíòå C ãðàôà (S ′,R ′) .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Äëÿ ïðîâåðêè äðóãèõ CTL-ôîðìóë íà ñïðàâåäëèâûõ ìîäåëÿõ
Êðèïêå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîå àòîìàðíîå
âûñêàçûâàíèå fair = EG true . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî

M, s |=F fair ⇔ èç s èñõîäèò ñïðàâåäëèâûé ïóòü.

Ðàçìåòèòü ñîñòîÿíèÿ ýòèì íîâûì àòîìàðíûì âûñêàçûâàíèåì
ìîæíî ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû CheckFairEG (true).

×òîáû ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå M, s |=F p äëÿ íåêîòîðîãî
p ∈ AP , ïðîâåðÿåì ñîîòíîøåíèå M, s |= p ∧ fair ïðè ïîìîùè
îáû÷íîé ïðîöåäóðû âåðèôèêàöèè ìîäåëåé.

Äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ M, s |=F EX f1 îáðàùàåìñÿ ê çàäà÷å
àíàëèçà ñîîòíîøåíèÿ M, s |= EX(f1 ∧ fair) .

È, íàêîíåö, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå M, s |=F E[f1 U f2]
àíàëèçèðóåì ñîîòíîøåíèå M, s |= E[f1 U (f2 ∧ fair)] ,
îáðàòèâøèñü ê ïðîöåäóðå CheckEU(f1, f2 ∧ fair) .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Äëÿ ïðîâåðêè äðóãèõ CTL-ôîðìóë íà ñïðàâåäëèâûõ ìîäåëÿõ
Êðèïêå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîå àòîìàðíîå
âûñêàçûâàíèå fair = EG true . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî

M, s |=F fair ⇔ èç s èñõîäèò ñïðàâåäëèâûé ïóòü.

Ðàçìåòèòü ñîñòîÿíèÿ ýòèì íîâûì àòîìàðíûì âûñêàçûâàíèåì
ìîæíî ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû CheckFairEG (true).

×òîáû ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå M, s |=F p äëÿ íåêîòîðîãî
p ∈ AP , ïðîâåðÿåì ñîîòíîøåíèå M, s |= p ∧ fair ïðè ïîìîùè
îáû÷íîé ïðîöåäóðû âåðèôèêàöèè ìîäåëåé.

Äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ M, s |=F EX f1 îáðàùàåìñÿ ê çàäà÷å
àíàëèçà ñîîòíîøåíèÿ M, s |= EX(f1 ∧ fair) .

È, íàêîíåö, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå M, s |=F E[f1 U f2]
àíàëèçèðóåì ñîîòíîøåíèå M, s |= E[f1 U (f2 ∧ fair)] ,
îáðàòèâøèñü ê ïðîöåäóðå CheckEU(f1, f2 ∧ fair) .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè
ïðîèçâîëüíîé CTL-ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s íà ìîäåëè
M = (S ,R, L,F ) â ðàìêàõ ñïðàâåäëèâîé ñåìàíòèêè çà âðåìÿ
O(|ϕ|(|S |+ |R|)|F |) .

Àíàëèç ñëîæíîñòè òàêîâ æå, êàê è ïðè îòñóòñòâèè
ñïðàâåäëèâîñòè.

Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà êàæäîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà,
ñîñòàâëÿåò O((|S |+ |R|)|F |) .

Òàê êàê ÷èñëî òàêèõ ýòàïîâ íå ïðåâîñõîäèò |ϕ| , îáùàÿ
ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè ðàâíà O(|ϕ|(|S |+ |R|)|F |) .



Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

×òîáû ïîñìîòðåòü, êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü,
îáðàòèìñÿ âíîâü ê ôîðìóëå AG(Start → AFHeat) èëè, ê
ðàâíîñèëüíîé åé ôîðìóëå

ϕ = ¬E[True U (Start ∧ EG¬Heat)]

íà ìîäåëè ìèêðîâîëíîâîé ïå÷è.

Îäíàêî íà ýòîò ðàç áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïóòè, íà
ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ ïîëüçîâàòåëü ïðàâèëüíî ðàáîòàåò ñ
ìèêðîâîëíîâîé ïå÷üþ áåñêîíå÷íî ÷àñòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äîëæíî áåñêîíå÷íî ÷àñòî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
Start ∧ Close ∧ ¬Error .

Èòàê, F = {P} , ãäå P = {s | s |= Start ∧ Close ∧ ¬Error} .
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Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Âûäåëèì ïîäôîðìóëû:

I f0 = fair = EG true

I f1 = Start ∧ f0
I f2 = ¬(Heat ∧ f0)

I f3 = EG f2
I f4 = f1 ∧ f3
I f5 = E[True U f4 ∧ f0]

I ϕ = ¬f5



Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f0 = EG true

'

&

$

%
Start

5 '

&

$

%
Start

6 '

&

$

%
Start

7

'

&

$

%
Start

2 '

&

$

%
¬Start

3 '

&

$

%
¬Start

4

'

&

$

%
¬Start

1

-
ïîäîãðåòü

6
îòêðûòü
äâåðöó

�
�
�
�
��

ñáðîñ

?

çàêðûòü
äâåðöó

6
íà÷àòü
ñòðÿïíþ

?

çàïóñòèòü
ïå÷ü

�ãîòîâî

6
îòêðûòü
äâåðöó

?

çàêðûòü
äâåðöó

�
�

�
�
�	

çàïóñòèòü
ïå÷ü

@
@

@
@

@I
îòêðûòü
äâåðöó

' $$

%
?

ñòðÿïàòü



Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f0 = EG true
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f0 = EG true

f1 = (Start ∧ f0)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f0 = EG true

f1 = (Start ∧ f0)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f2 = ¬(Heat ∧ f0)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f2 = ¬(Heat ∧ f0)
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f3 = EG f2
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f4 = f1 ∧ f3
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f4 = f1 ∧ f3

f5 = E[True U f4 ∧ f0]
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Ïðîâåðÿåì ïîäôîðìóëó

f4 = f1 ∧ f3

f5 = E[True U f4 ∧ f0]

ϕ = ¬f5
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Model checking äëÿ CTL â îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè

Òàêèì îáðàçîì,

S(¬E[True U (Start ∧ EG¬Heat)]) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} .

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M, 1 |=F AG(Start → AFHeat) , ò.å.
ïðîãðàììà ìèêðîâîëíîâîé ïå÷è óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèôèêàöèè
ïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
Äîñòîèíñòâà ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà:

1. î÷åíü ïðîñòîé: âñå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ õîðîøî èçâåñòíûõ
çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ (ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè âåðøèí,
âûäåëåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò);

2. î÷åíü áûñòðûé: âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàçìåðó âõîäíûõ äàííûõ.

Íåäîñòàòêè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà:

1. î÷åíü ìåäëåííûé: âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó ñîñòîÿíèé â ìîäåëè;

2. î÷åíü çàòðàòíûé ïî îáúåìó ïàìÿòè: íåîáõîäèìî õðàíèòü
ñïèñîê âñåõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè.

Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç 16 ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
16 áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ìîäåëè

2256



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL
Äîñòîèíñòâà ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà:

1. î÷åíü ïðîñòîé: âñå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ õîðîøî èçâåñòíûõ
çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ (ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè âåðøèí,
âûäåëåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò);

2. î÷åíü áûñòðûé: âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàçìåðó âõîäíûõ äàííûõ.

Íåäîñòàòêè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà:

1. î÷åíü ìåäëåííûé: âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó ñîñòîÿíèé â ìîäåëè;

2. î÷åíü çàòðàòíûé ïî îáúåìó ïàìÿòè: íåîáõîäèìî õðàíèòü
ñïèñîê âñåõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè.

Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç 16 ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
16 áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ìîäåëè

2256



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Êàê æå ðàáîòàòü ñ òàêèìè ìîäåëÿìè?

Íóæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íå ñ îòäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè
ìîäåëè, à ñ öåëûìè ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿíèé îäíîâðåìåííî!

Åñëè ó íàñ åñòü äâà ìíîæåñòâà A è B , òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ
îïåðàöèÿ A ∪ B ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçìåðó ýòèõ ìíîæåñòâ, åñëè
ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñïèñêîâ, ìàññèâîâ è ïð.

Íî åñëè ìíîæåñòâà X ïðåäñòàâëåíû êîðîòêèìè îïèñàíèÿìè
description(X ) , òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ A ∪ B ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçìåðó îïèñàíèé ýòèõ ìíîæåñòâ, à íå
ðàçìåðó ñàìèõ ìíîæåñòâ.

Ýòà èäåÿ îòêðûâàåò íîâûé âèä àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äèñðåòíûõ
çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè � ñèìâîëüíûå àëãîðèòìû .

Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñðåäñòâà ñèìâîëüíîãî îïèñàíèÿ
ìíîæåñòâ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ.



Òàáëè÷íûé àëãîðèòì model checking äëÿ CTL

Êàê æå ðàáîòàòü ñ òàêèìè ìîäåëÿìè?

Íóæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íå ñ îòäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè
ìîäåëè, à ñ öåëûìè ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿíèé îäíîâðåìåííî!

Åñëè ó íàñ åñòü äâà ìíîæåñòâà A è B , òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ
îïåðàöèÿ A ∪ B ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçìåðó ýòèõ ìíîæåñòâ, åñëè
ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñïèñêîâ, ìàññèâîâ è ïð.

Íî åñëè ìíîæåñòâà X ïðåäñòàâëåíû êîðîòêèìè îïèñàíèÿìè
description(X ) , òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ A ∪ B ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçìåðó îïèñàíèé ýòèõ ìíîæåñòâ, à íå
ðàçìåðó ñàìèõ ìíîæåñòâ.

Ýòà èäåÿ îòêðûâàåò íîâûé âèä àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äèñðåòíûõ
çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè � ñèìâîëüíûå àëãîðèòìû .

Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñðåäñòâà ñèìâîëüíîãî îïèñàíèÿ
ìíîæåñòâ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ.



Äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå äèàãðàììû

Îäíà èç íàèáîëåå óäîáíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìå÷åííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé � ýòî äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå
äèàãðàììû (Binary Decision Diagrams, BDDs).

1) Âíà÷àëå îáñóäèì, êàê èñïîëüçîâàòü äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå
äèàãðàììû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

2) Äàëåå ïîêàæåì, êàê ýôôåêòèâíî âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå
ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, èñïîëüçóÿ BDDs.

3) Â çàêëþ÷åíèå ïîÿñíèì, êàê ïðè ïîìîùè BDDs êîìïàêòíî
ïðåäñòàâëÿòü ìîäåëè Êðèïêå.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Óïîðÿäî÷åííûå äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå äèàãðàììû (èëè,
ñîêðàùåííî, OBDD � ordered binary decision diagrams) � ýòî
êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Îíè çíà÷èòåëüíî áîëåå êîìïàêòíû, íåæåëè òðàäèöèîííûå
íîðìàëüíûå ôîðìû, òàêèå êàê ÄÍÔ èëè ÊÍÔ.

Êðîìå òîãî, ñ íèìè ìîæíî ðàáîòàòü î÷åíü ýôôåêòèâíî.

Ïîýòîìó OBDDs íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê àâòîìàòè÷åñêîìó
ïðîåêòèðîâàíèþ, ñèìâîëüíîìó èìèòàöèîííîìó ìîäåëèðîâàíèþ,
âåðèôèêàöèè êîìáèíàöèîííûõ ëîãè÷åñêèõ ñõåì.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå äåðåâüÿ .

Äâîè÷íîå ðàçðåøàþùåå äåðåâî � ýòî êîðíåâîå
îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ðàçáèòû íà äâà
êëàññà � òåðìèíàëüíûå âåðøèíû è íåòåðìèíàëüíûå âåðøèíû .

Êàæäàÿ íåòåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà v ïîìå÷åíà ïåðåìåííîé
var(v) è èìååò äâå âåðøèíû�ïîñëåäîâàòåëÿ: low(v) , êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïåðåìåííàÿ var(v) ðàâíà 0 , è
high(v) , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïåðåìåííàÿ
var(v) ðàâíà 1 .

Êàæäàÿ èç òåðìèíàëüíûõ âåðøèí v èìååò ïîìåòêó value(v) ,
ðàâíóþ 0 èëè 1 .

Ðàññìîòðèì äâîè÷íîå ðàçðåøàþùåå äåðåâî äëÿ äâóõáèòîâîãî
êîìïàðàòîðà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

f (a1, a2, b1, b2) = (a1 ↔ b1) ∧ (a2 ↔ b2) .



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

×òîáû âûÿñíèòü, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ôîðìóëà ïðè
çàäàííîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íóæíî ñïóñòèòñÿ ïî
äåðåâó èç êîðíÿ äî òåðìèíàëüíîé âåðøèíû.

Åñëè ïåðåìåííàÿ var(v) èìååò çíà÷åíèå 0 , òî ñëåäóþùåé
âåðøèíîé íà ïóòè èç êîðíÿ â òåðìèíàëüíóþ âåðøèíó áóäåò
low(x) .

Åñëè æå var(v) èìååò çíà÷åíèå 1 , òî ïîñëåäóþùåé âåðøèíîé
íà ïóòè áóäåò high(x) .

Òî çíà÷åíèå, êîòîðûì ïîìå÷åíà äîñòèãíóòàÿ òåðìèíàëüíàÿ
âåðøèíà, è áóäåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè íà ýòîì íàáîðå.

Íàïðèìåð, îöåíêà 〈a1 := 1, a2 := 0, b1 := 1, b2 := 1〉 ïðèâîäèò ê
âèñÿ÷åé âåðøèíå, ïîìå÷åííîé 0 ; ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì
îçíà÷èâàíèè ôîðìóëà ëîæíà.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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〈a1 := 1, a2 := 0, b1 := 1, b2 := 1〉
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå äåðåâüÿ íå äàþò î÷åíü êîìïàêòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïî ñóòè äåëà, îíè èìåþò
òî÷íî òàêîé æå ðàçìåð, êàê è òàáëèöà èñòèííîñòè.

Îäíàêî òàêèå äåðåâüÿ îáû÷íî áûâàþò ÷ðåçâû÷àéíî
èçáûòî÷íûìè. Íàïðèìåð, äåðåâî äâóõáèòîâîãî êîìïàðàòîðà
ñîäåðæèò âîñåìü ïîääåðåâüåâ, êîðíè êîòîðûõ ïîìå÷åíû b2 , íî
òîëüêî òðè èç íèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Çà ñ÷åò ýòîãî ìû ìîæåì äîáèòüñÿ áîëåå êîìïàêòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, êàê òîëüêî ñêëåèì âñå
èçîìîðôíûå ïîääåðåâüÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô,
êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ äâîè÷íîé ðàçðåøàþùåé äèàãðàììîé .
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äâîè÷íàÿ ðàçðåøàþùàÿ äèàãðàììà � ýòî êîðíåâîé
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî
ðàçáèòû íà äâà êëàññà � òåðìèíàëüíûå âåðøèíû è
íåòåðìèíàëüíûå âåðøèíû.

Êàê è â ñëó÷àå äâîè÷íûõ ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ, êàæäàÿ
íåòåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà v ïîìå÷åíà ïåðåìåííîé var(v) è
èìååò äâå âåðøèíû�ïîñëåäîâàòåëÿ: low(v) è high(v) . Êàæäàÿ
òåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà ïîìå÷åíà ëèáî 0 , ëèáî 1 .



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âñÿêàÿ äâîè÷íàÿ ðàçðåøàþùàÿ äèàãðàììà B ñ êîðíåì â
âåðøèíå v îïðåäåëÿåò áóëåâó ôóíêöèþ fv (x1, . . . , xn)
ñëåäóþùåãî âèäà:

1. Â ñëó÷àå, êîãäà v � òåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà, ìû ñ÷èòàåì,
÷òî

a). åñëè value(v) = 1 , òî fv (x1, . . . , xn) = 1 ,
b). åñëè value(v) = 0 , òî fv (x1, . . . , xn) = 0 .

2. Â ñëó÷àå, êîãäà v � íåòåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà è
var(v) = xi ìû èìååì

fv (x1, . . . , xn) = (¬xi∧flow(v)(x1, . . . , xn))∨(xi∧fhigh(v)(x1, . . . , xn)).



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1v7 fv7 = 10 v8 fv8 = 0
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíî èìåòü êàíîíè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðîå îáëàäàåò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äâå áóëåâû ôóíêöèè ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò èçîìîðôíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è
ñðàâíåíèÿ äâóõ áóëåâûõ ôóíêöèé â èòåðàòèâíûõ àëãîðèòìàõ.

Äâå BDDs ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
âçèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå h , êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò
òåðìèíàëüíûå âåðøèíû îäíîé èç íèõ òåðìèíàëüíûì âåðøèíàì
äðóãîé, à òàêæå íåòåðìèíàëüíûå âåðøèíû îäíîé �
íåòåðìèíàëüíûì âåðøèíàì äðóãîé, òàê ÷òî äëÿ êàæäîé
òåðìèíàëüíîé âåðøèíû v ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
value(v) = value(h(v)) , à äëÿ êàæäîé íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíû
v âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ var(v) = var(h(v)) ,
h(low(v)) = low(h(v)) è h(high(v)) = high(h(v)) .
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì
Áðèàí ïîêàçàë, êàê ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé, íàëàãàÿ äâà îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó
äâîè÷íûõ ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì.

R. Bryant. Graph-based algorithms for boolean function
manipulation. IEEE Transactions on Computers, 35(8):677�691,
1986.

1) â êàæäîì ïóòè èç êîðíÿ â òåðìèíàëüíóþ âåðøèíó
ïåðåìåííûå äîëæíû ñëåäîâàòü â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå.
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Óäàëåíèå ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé òåðìèíàëîâ. Óäàëÿþòñÿ âñå
êðîìå îäíîé òåðìèíàëüíûå âåðøèíû, èìåþùèå
çàäàííóþ ïîìåòêó; âñå äóãè, êîòîðûå ðàíåå âåëè â
èçúÿòûå òåðìèíàëüíûå âåðøèíû, íàïðàâëÿþòñÿ
òåïåðü â îñòàâøóþñÿ òåðìèíàëüíóþ âåðøèíó.

Óäàëåíèå ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé íåòåðìèíàëîâ. Åñëè äëÿ äâóõ
íåòåðìèíàëüíûõ âåðøèí u è v âåðíû ðàâåíñòâà
var(u) = var(v) , low(u) = low(v) è
high(u) = high(v) , òî îäíà èç íèõ óäàëÿåòñÿ, à âñå
âåäóùèå â íåå äóãè íàïðàâëÿþòñÿ â îñòàâøóþñÿ
âåðøèíó.

Óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ïðîâåðîê Åñëè äëÿ íåòåðìèíàëüíîé
âåðøèíû v âåðíî ðàâåíñòâî low(v) = high(v) , òî
îíà óäàëÿåòñÿ, à âñå âåäóùèå â íåå äóãè
íàïðàâëÿþòñÿ â low(v) .
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîé BDD,
îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì óïîðÿäî÷åííîñòè; â õîäå ïîñòðîåíèÿ
ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îíè
ïðèìåíèìû.

BDD íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííîé óïîðÿäî÷åííîé äâîè÷íîé
ðàçðåøàþùåé äèàãðàììîé (ROBDD), åñëè íè îäíî èç
óêàçàííûõ ïðàâèë ê íåé íå ïðèìåíèìî.

Áðèàí ïîêàçàë, êàê ïîñòðîèòü ROBDD, ïðîâîäÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé BDD ñíèçó ââåðõ ïðè ïîìîùè
ïðîöåäóðû Reduce çà âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàçìåðó
èñõîäíîé äâîè÷íîé ðàçðåøàþùåé äèàãðàììû.

Íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçóåòñÿ óïîðÿäî÷åíèå a1 < b1 < a2 < b2
äëÿ äâóõáèòîâîé ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå áóäåò
ïîëó÷åíà âîò òàêàÿ OBDD.
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Åñëè èñïîëüçîâàòü ROBDD â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, òî ïðîâåðêà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå èçîìîðôèçìà ìåæäó
äâîè÷íûìè ðàçðåøàþùèìè äèàãðàììàìè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíèìîñòü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà
ïóòåì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè èññëåäóåìîé ROBDD è
âûðîæäåííîé ROBDD, ñîñòîÿùåé èç åäèíñòâåííîé
òåðìèíàëüíîé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé 0 .

Ðàçìåð OBDD î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò óïîðÿäî÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ.
Íàïðèìåð, åñëè ìû óïîðÿäî÷èì ïåðåìåííûå a1 < a2 < b1 < b2
äëÿ äâóõáèòîâîé ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå áóäåò
ïîëó÷åíà âîò òàêàÿ ROBDD.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Åñëè èñïîëüçîâàòü ROBDD â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, òî ïðîâåðêà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå èçîìîðôèçìà ìåæäó
äâîè÷íûìè ðàçðåøàþùèìè äèàãðàììàìè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíèìîñòü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà
ïóòåì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè èññëåäóåìîé ROBDD è
âûðîæäåííîé ROBDD, ñîñòîÿùåé èç åäèíñòâåííîé
òåðìèíàëüíîé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé 0 .

Ðàçìåð OBDD î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò óïîðÿäî÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ.
Íàïðèìåð, åñëè ìû óïîðÿäî÷èì ïåðåìåííûå a1 < a2 < b1 < b2
äëÿ äâóõáèòîâîé ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå áóäåò
ïîëó÷åíà âîò òàêàÿ ROBDD.
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î n -áèòîâîì êîìïàðàòîðå,
âûáðàâ óïîðÿäî÷åíèå ïåðåìåííûõ a1 < b1 < · · · < an < bn , ìû
ïîëó÷èì ROBDD, èìåþùóþ 3n + 2 âåðøèí.

Íî åñëè âûáðàòü óïîðÿäî÷åíèå a1 < · · · < an < b1 · · · < bn , òî
ROBDD áóäåò èìåòü 3 · 2n − 1 âåðøèí.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîâåðêà òîãî, áóäåò ëè ïðåäëîæåííûé ïîðÿäîê
îïòèìàëüíûì, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé,
ðàçìåð OBDD äëÿ êîòîðûõ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ
óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ
ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ n -é áèò
ïðîèçâåäåíèÿ äâîè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Äàëåå âûÿñíèì, êàê âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè
äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå OBDD.

Íà÷íåì ñ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû b âìåñòî çàäàííîé
ïåðåìåííîé xi â çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè f . Ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f |xi←b è îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

f (x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xn) .

Åñëè èìååòñÿ ROBDD äëÿ f , òî ROBDD äëÿ f |xi←b ìîæíî
ïîñòðîèòü ïóòåì îáõîäà èñõîäíîé OBDD.

Åñëè èç âåðøèíû v äóãà âåäåò â òàêóþ âåðøèíó w , ÷òî
var(w) = xi , òî ïåðåíàïðàâèì ýòó äóãó â âåðøèíó low(w) â
ñëó÷àå b = 0 , è â high(w) â ñëó÷àå b = 1 .

Ò.ê. ïîëó÷åííàÿ OBDD ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêàíîíè÷åñêîé,
ïðèìåíèì ïðîöåäóðó Reduce äëÿ ïîëó÷åíèÿ ROBDD,
ïðåäñòàâëÿþùóþ f |xi←b .



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Äàëåå âûÿñíèì, êàê âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè
äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå OBDD.

Íà÷íåì ñ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû b âìåñòî çàäàííîé
ïåðåìåííîé xi â çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè f . Ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f |xi←b è îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

f (x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xn) .

Åñëè èìååòñÿ ROBDD äëÿ f , òî ROBDD äëÿ f |xi←b ìîæíî
ïîñòðîèòü ïóòåì îáõîäà èñõîäíîé OBDD.

Åñëè èç âåðøèíû v äóãà âåäåò â òàêóþ âåðøèíó w , ÷òî
var(w) = xi , òî ïåðåíàïðàâèì ýòó äóãó â âåðøèíó low(w) â
ñëó÷àå b = 0 , è â high(w) â ñëó÷àå b = 1 .

Ò.ê. ïîëó÷åííàÿ OBDD ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêàíîíè÷åñêîé,
ïðèìåíèì ïðîöåäóðó Reduce äëÿ ïîëó÷åíèÿ ROBDD,
ïðåäñòàâëÿþùóþ f |xi←b .
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Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ ROBDD, âñå
øåñòíàäöàòü äâóìåñòíûõ áóëåâûõ îïåðàöèé ìîãóò áûòü
ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíû.
Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâåäåíèÿ ðàçìåðîâ èñõîäíûõ ÎBDD.

Êëþ÷îì ê èõ ðåàëèçàöèè ñëóæèò ðàçëîæåíèå Øåííîíà

f = (¬x ∧ f |x←0) ∨ (x ∧ f |x←1)

Áðèàí ïðåäëîæèë åäèíûé àëãîðèòì Apply äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ
øåñòíàäöàòè îïåðàöèé.
Àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïîÿñíèì âêðàòöå, êàê îí ðàáîòàåò.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ∗ ïðîèçâîëüíóþ äâóõìåñòíóþ ëîãè÷åñêóþ
îïåðàöèþ è ðàññìîòðèì ïàðó áóëåâûõ ôóíêöèé f è f ′ .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

I v è v ′ � êîðíåâûå âåðøèíû OBDD äëÿ f è f ′ ;

I x = var(v) è x ′ = var(v ′) .



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé
ìåæäó v è v ′ .

I Åñëè îáå âåðøèíû v è v ′ òåðìèíàëüíûå, òî
f ∗ f ′ = value(v) ∗ value(v ′) .

I Åñëè x = x ′ , òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà

f ∗ f ′ = (¬x ∧ (f |x←0 ∗ f ′|x←0)) ∨ (x ∧ (f |x←1 ∗ f ′|x←1))

äëÿ ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå
ðåøàþòñÿ ðåêóðñèâíî.
Êîðíåâîé âåðøèíîé ðåçóëüòèðóþùåé ROBDD áóäåò íîâàÿ
âåðøèíà w , äëÿ êîòîðîé var(w) = x;
ïðè ýòîì low(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíà ROBDD äëÿ
f |x←0 ∗ f ′|x←0 , à high(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíîé
ROBDD äëÿ f |x←1 ∗ f ′|x←1 .



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé
ìåæäó v è v ′ .

I Åñëè îáå âåðøèíû v è v ′ òåðìèíàëüíûå, òî
f ∗ f ′ = value(v) ∗ value(v ′) .

I Åñëè x = x ′ , òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà

f ∗ f ′ = (¬x ∧ (f |x←0 ∗ f ′|x←0)) ∨ (x ∧ (f |x←1 ∗ f ′|x←1))

äëÿ ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå
ðåøàþòñÿ ðåêóðñèâíî.
Êîðíåâîé âåðøèíîé ðåçóëüòèðóþùåé ROBDD áóäåò íîâàÿ
âåðøèíà w , äëÿ êîòîðîé var(w) = x;
ïðè ýòîì low(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíà ROBDD äëÿ
f |x←0 ∗ f ′|x←0 , à high(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíîé
ROBDD äëÿ f |x←1 ∗ f ′|x←1 .



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé
ìåæäó v è v ′ .

I Åñëè îáå âåðøèíû v è v ′ òåðìèíàëüíûå, òî
f ∗ f ′ = value(v) ∗ value(v ′) .

I Åñëè x = x ′ , òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà

f ∗ f ′ = (¬x ∧ (f |x←0 ∗ f ′|x←0)) ∨ (x ∧ (f |x←1 ∗ f ′|x←1))

äëÿ ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå
ðåøàþòñÿ ðåêóðñèâíî.
Êîðíåâîé âåðøèíîé ðåçóëüòèðóþùåé ROBDD áóäåò íîâàÿ
âåðøèíà w , äëÿ êîòîðîé var(w) = x;
ïðè ýòîì low(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíà ROBDD äëÿ
f |x←0 ∗ f ′|x←0 , à high(w) � ýòî êîðíåâàÿ âåðøèíîé
ROBDD äëÿ f |x←1 ∗ f ′|x←1 .



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

I Åñëè x < x ′ , òî f ′|x←0 = f ′|x←1 = f ′ , ïîñêîëüêó f ′ íå
çàâèñèò îò x . Â òàêîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå Øåííîíà
óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

f ∗ f ′ = (¬x ∧ (f |x←0 ∗ f ′)) ∨ (x ∧ (f |x←1 ∗ f ′)),

à ROBDD äëÿ f ∗ f ′ âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

I Åñëè x ′ < x , òî ñõåìà âû÷èñëåíèé áóäåò àíàëîãè÷íà
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

I Åñëè x < x ′ , òî f ′|x←0 = f ′|x←1 = f ′ , ïîñêîëüêó f ′ íå
çàâèñèò îò x . Â òàêîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå Øåííîíà
óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

f ∗ f ′ = (¬x ∧ (f |x←0 ∗ f ′)) ∨ (x ∧ (f |x←1 ∗ f ′)),

à ROBDD äëÿ f ∗ f ′ âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

I Åñëè x ′ < x , òî ñõåìà âû÷èñëåíèé áóäåò àíàëîãè÷íà
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

×òîáû ïðåäîòâðàòèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçðàñòàíèå
âû÷èñëåíèé, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êàæäàÿ ïîäçàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ïàðå ROBDD, ÿâëÿþùèõñÿ
ïîäãðàôàìè èñõîäíûõ ROBDD äëÿ f è f ′ . Òàêèì îáðàçîì,
êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷ îãðàíè÷åíî ïðîèçâåäåíèåì ðàçìåðîâ
OBDD äëÿ f è f ′ .

Õýø-òàáëèöà ïîä íàçâàíèåì êýø ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
õðàíåíèÿ â ïàìÿòè ðàíåå âû÷èñëåííûõ ïîäçàäà÷.
Ïåðåä ðåêóðñèâíûì îáðàùåíèåì, ìû ïðîñìàòðèâàåì ýòîò êýø
è ïðîâåðÿåì, áûëà ëè óæå ðåøåíà ïðåäúÿâëåííàÿ ïîäçàäà÷à.
Åñëè ýòî òàê, òî ðåçóëüòàò âûáèðàåòñÿ èç êýøà; èíà÷å
âûïîëíÿåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, è ïîñòðîåííàÿ ROBDD
ïîìåùàåòñÿ â êýø ðåçóëüòàòîâ.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Áóëåâî îòðèöàíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü, ïðèìåíÿÿ Apply. Íî
ïðîùå âû÷èñëèòü ROBDD äëÿ ¬f , ïîìåíÿâ ìåñòàìè çíà÷åíèÿ
â òåðìèíàëüíûõ âåðøèíàõ OBDD äëÿ f .

Áûë ðàçðàáîòàí ðÿä îáîáùåíèé ýòîãî ìåòîäà äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ îáùèå
ïîäãðàôû.
Äëÿ âñåõ ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà äåéñòâóåò îäèí è òîò æå
ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïîäîáíîå îáîáùåíèå, òî äâå ôóíêöèè
ñåìåéñòâà áóäóò ðàâíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè
èìåþò îäèí è òîò æå êîðåíü.
Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äâóõ
ôóíêöèé, îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ñîâðåìåííûå ïàêåòû OBDD ìîãóò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ
ãðàôàìè, èìåþùèìè ìèëëèîíû âåðøèí.



Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì

Áóëåâî îòðèöàíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü, ïðèìåíÿÿ Apply. Íî
ïðîùå âû÷èñëèòü ROBDD äëÿ ¬f , ïîìåíÿâ ìåñòàìè çíà÷åíèÿ
â òåðìèíàëüíûõ âåðøèíàõ OBDD äëÿ f .

Áûë ðàçðàáîòàí ðÿä îáîáùåíèé ýòîãî ìåòîäà äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ îáùèå
ïîäãðàôû.
Äëÿ âñåõ ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà äåéñòâóåò îäèí è òîò æå
ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïîäîáíîå îáîáùåíèå, òî äâå ôóíêöèè
ñåìåéñòâà áóäóò ðàâíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè
èìåþò îäèí è òîò æå êîðåíü.
Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äâóõ
ôóíêöèé, îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ñîâðåìåííûå ïàêåòû OBDD ìîãóò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ
ãðàôàìè, èìåþùèìè ìèëëèîíû âåðøèí.



ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå

OBDD óäîáíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïàêòíûõ ïðåäñòàâëåíèé
îòíîøåíèé íà êîíå÷íûõ îáëàñòÿõ.

Âñÿêîå n -ìåñòíîå îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå {0, 1} ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå OBDD äëÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè :

fQ(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ Q(x1, . . . , xn) = true.



ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå

×òîáû ïîñòðîèòü ROBDD ïðåäñòàâëåíèå n -ìåñòíîãî
îòíîøåíèÿ Q íà êîíå÷íîé îáëàñòè D , ñîäåðæàùåé íå áîëåå 2m

ýëåìåíòîâ, íóæíî çàêîäèðîâàòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D
äâîè÷íûìè âåêòîðàìè, âîñïîëüçîâàâøèñü êàêîé-íèáóäü
áèåêöèåé φ : {0, 1}m → D .

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ áóëåâî îòíîøåíèå Q̂ ìåñòíîñòè m × n ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Q̂(x1, . . . , xn) = Q(φ(x1), . . . , φ(xn)),

ãäå x i � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç m áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî çàêîäèðîâàíà ïåðåìåííàÿ xi , ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ èç D .

Òåïåðü îòíîøåíèå Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ROBDD äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè f

Q̂
îòíîøåíèÿ Q̂ .



ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå

×òîáû îòûñêàòü ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Êðèïêå
M = (S ,R, L) , íóæíî îïèñàòü ìíîæåñòâî S , îòíîøåíèå R è
îòîáðàæåíèå L .

Çàêîäèðóåì ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà S áóëåâûìè âåêòîðàìè
äëèíû m .
Èñïîëüçóåì ôóíêöèþ φ : {0, 1}m → S äëÿ îòîáðàæåíèÿ
áóëåâûõ âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S .

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ ïîòðåáóþòñÿ äâà
êîìïëåêòà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ: îäíî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûì íà÷èíàåòñÿ ïåðåõîä, à äðóãîå äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ïåðåõîä îêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ R çàêîäèðîâàíî áóëåâîé ôóíêöèåé
R̂(x , x ′) , òî îòíîøåíèå R çàäàåòñÿ OBDD äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè f

R̂
.



ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå

×òîáû îòûñêàòü ROBDD ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Êðèïêå
M = (S ,R, L) , íóæíî îïèñàòü ìíîæåñòâî S , îòíîøåíèå R è
îòîáðàæåíèå L .

Çàêîäèðóåì ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà S áóëåâûìè âåêòîðàìè
äëèíû m .
Èñïîëüçóåì ôóíêöèþ φ : {0, 1}m → S äëÿ îòîáðàæåíèÿ
áóëåâûõ âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S .

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ ïîòðåáóþòñÿ äâà
êîìïëåêòà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ: îäíî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûì íà÷èíàåòñÿ ïåðåõîä, à äðóãîå äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ïåðåõîä îêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ R çàêîäèðîâàíî áóëåâîé ôóíêöèåé
R̂(x , x ′) , òî îòíîøåíèå R çàäàåòñÿ OBDD äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè f

R̂
.



Ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå

Ôóíêöèþ ðàçìåòêè L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå
èç ìíîæåñòâà àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé â ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé S : êàæäîå àòîìàðíîå
âûñêàçûâàíèå p îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî Lp = {s | p ∈ L(s)}
òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ îíî âûïîëíÿåòñÿ.

Ìíîæåñòâà Lp ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå OBDD ïðè ïîìîùè
êîäèðîâàíèÿ φ .



Ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé Êðèïêå
Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè

&%
'$

a b

s1
&%
'$

a ¬b

s2
I

R

$
%

'$
?

Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ s1 â ñîñòîÿíèå s2 áóäåì ïðåäñòàâëÿòü
êîíúþíêöèåé

(a ∧ b ∧ a′ ∧ ¬b′).
Áóëåâà ôîðìóëà äëÿ âñåãî îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ èìååò âèä

(a ∧ b ∧ a′ ∧ ¬b′) ∨ (a ∧ ¬b ∧ a′ ∧ ¬b′) ∨ (a ∧ ¬b ∧ a′ ∧ b′).

Ýòà ôîðìóëà ñîäåðæèò òðè äèçúþíêòèâíûõ ñëàãàåìûõ,
ïîñêîëüêó ìîäåëü Êðèïêå ñîäåðæèò òðè ïåðåõîäà. Äàëåå ýòà
ôîðìóëà ïðåîáðàçóåòñÿ â OBDD äëÿ íàèáîëåå êîìïàêòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ.



Óïðàæíåíèÿ

Ðàññìîòðèòå âñå âîçìîæíûå óïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x , y , z è
äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïîñòðîéòå óïîðÿäî÷åííûå äâîè÷íûå
ðàçðåøàþùèå äèàãðàììû, ÿâëÿþùèåñÿ êàíîíè÷åñêèìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ôóíêöèé f (x , y , z) è g(x , y , z) , êîòîðûå
çàäàíû ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè.

x y z f (x , y , z) g(x , y , z)

1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0



Óïðàæíåíèÿ

Âûáåðèòå íàèëó÷øåå óïîðÿäî÷åíèå ïåðåìåííûõ x , y , z è
ïîñòðîéòå OBDD, ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé

I F1(x , y , z) = ¬f (x , y , z) ;
I F2(x , y , z) = f (x , y , z) ∧ g(x , y , z) ;

I F3(x , y , z) = f (x , y , z) ∨ g(x , y , z) ;

I F4(x , y , z) = F2(x , y , z)⊕ F3(x , y , z) .

Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè âûáðàííûé Âàìè ïîðÿäîê
ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåìåííûõ îïòèìàëüíûì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé â âèäå OBDD.



Óïðàæíåíèÿ

Íàïèøèòå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå

àëãîðèòìû Reduce è Apply.
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